TEORMAS DE WEIERSTRASS, BOLZANO, ROLLE Y LAGRANGE

PROBLEMAS RESUELTOS

2 _2x+2
Dada F(x) = % , escriba la ecuacion de la secante a F que une los puntos (-2, F(-2)) y

(2, F(2)). (Existe un punto c en el intervalo [-2, 2] verificando que la tangente a la grafica de
F en (¢, F(c)) es paralela a la secante que ha hallado? En caso afirmativo razone su respuesta
y calcule ¢, en caso negativo razone por qué no existe.
10 5 2
F2)=—-——=—=; FQ2)y=—=-1
(D)=-=—3 @)=

. 5
La ecuacion de la recta secante que pasa por los puntos (— 2,— gj y(2,-1)es:

Punto: (2,-1)
Vector director :(4, %) ~(12,2)=(6,1) 6 1 4

Por otra parte, la funcion F (x) es continua en el intervalo [-2, 2], puesto que su dominio es
Dom F(x) = R — {4}. Ademas es derivable en el intervalo (-2, 2). Por tanto podemos aplicar el
teorema del valor medio y afirmar que existe un punto ¢ € (-2, 2) tal que:

Fe - FQ-FE)
2-(2)
es decir, existe al menos un punto en (-2, 2) tal que la tangente es paralela a la secante. Esto es:
1
M secne™ Deben coincidir por ser paralelas.
M angeme= £ (€)
F‘(x):xz—Sx—iz-6 N F‘(c):l N c2—80—12-6:l
(x—4) 6 (c—4) 6
Desarrollando la ecuacion anterior y simplificando queda:

—8c+4=0
cuyas raices son: ¢ =4 =+ 24/3.
Existe so6lo un punto que cumple la condicion buscada, ¢; =4 —2 V3, yaquec; =4 +2 V3 (-2, 2).

Demuestra que la funcion f (x) = 2 + 2x — ¢" corta al eje OX en el intervalo (-1, 1) y tiene un
maximo relativo en ese mismo intervalo.

La funcidn es continua en el intervalo de estudio y, ademas, tiene distinto signo en los extremos del
intervalo. Por tanto, por el teorema de Bolzano, cortard al eje OX entre —1 y 1. En efecto:

f(-)=2-2-¢'<0 y f()=2+2-¢'<0
En consecuencia, existird un punto ¢ € (-1, 1) tal que ' (c¢) = 0. En ese punto, la corta al eje OX.
Para ver que tiene un maximo hallamos las derivadas primera y segunda:
ff(x)=2-¢'=0 = x=Ln2=z0,6931<1
fo@=—e" = [ (Ln2)=—"?=2<0

Como la derivada segunda es negativa en x = Ln 2, para ese valor se tendrd, efectivamente un
maximo.



Se considera la funcion f (x) = x(x — a) (x — b) (x — ¢), con 0 < a < b < c. Demostrar que la
ecuacion f ‘(x) = 0 tiene exactamente tres raices reales.

La funcién f(x) = x(x — a) (x — b) (x — ¢) es polindmica. Por tanto, es continua y derivable en todo
R . Ademas corta al eje OX exactamente en cuatro puntos: x =0, x =a, x =b y x = c. Un esbozo de
su grafica es:

u

0 e LA

Como puede apreciarse visualmente, la curva tiene un maximo y dos minimos. En las abscisas de
esos puntos la derivada se anula, pues son puntos con tangente horizontal (*).

L

X ‘ X3

0 a Xo b e : i
Por tanto, la ecuacion f‘(x) = 0 tiene exactamente tres raices reales: xj, x, y x3.

(*) Esto es consecuencia del teorema de Rolle, que dice: Si f (x) es una funcién continua en el

intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b) que verifica f'(a) = f (b), entonces existe, al menos,
un punto ¢ € (a, b) tal que f“(c) = 0. Aqui los intervalos son: [0, a], [a, b] y [b, c].

Demostrar que la ecuacién x* + x* + x — 1 =0 tiene una uinica solucién real.

Consideramos la funcién f(x) =x° + x* + x — 1, que es continua y derivable por ser un polinomio.
Como f(0) =—-1y f(1) =2, por el teorema de Bolzano se deduce que la funcion corta al eje OX en
el intervalo (0, 1). Luego la ecuacién x° + x* + x — 1 =0 tiene una raiz entre 0 y 1.

Como f’(x) = 3x* + 2x + 1 > 0 para todo x, la funcion sera siempre creciente. En consecuencia, solo
corta una vez al eje OX. Luego la ecuacion x* + x* + x — 1 = 0 s6lo tiene una raiz real.

Enunciar el teorema de Rolle. Demostrar que la funcion f (x) = X —x+a cumple la hipdtesis
de este teorema en el intervalo [0, 1] cualquiera que sea el valor de a. Encontrar el punto en el
cual se cumple la tesis.

Teorema de Rolle: Sea f (x) una funcién continua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo
(a, b) que verifica f (a) = f (b). Entonces existe, al menos, un punto ¢ € (a, b) tal que f* (¢) = 0.

Por tratarse de un polinomio, la funcién f (x) = x> — x + a es continua para todo numero real; en
particular en el intervalo [0, 1]. Como ademas f(0) = a y (1) = a, también se verifica la segunda
hipotesis. En consecuencia, existe un punto ¢ € (0, 1) tal que f“ (¢) = 0.

Derivando:

1

‘()=3x'-1 = x=+t—14
! NG
El valor buscado es x = L, que es el que cae dentro del intervalo.

NE)



senx +sen(x+1)

Dada la funcién f (x) = en el intervalo 0 < x < 27w, calcula su derivada,

cosx—cos(x+1)
simplificandola en lo posible. ;Es constante esta funcion f (x)?
Derivando como un cociente se tiene:
1) = (cosx +cos(x +1))(cosx —cos(x +1)) — (senx + sen(x + I))(—senx +sen(x +1)) _

(cosx-cos(x+1))?
_ (cos’ x—cos’(x +1)) = (sen’ (x + 1) —sen’x) _
(cos x —cos(x +1))

_ (cos® x +sen’x —(sen’(x +1)+cos’(x +1)) 1-1

(cos x —cos(x +1))? (cosx —cos(x +1))*
Como su derivada vale 0, la funcién es constante.

Nota: Si utilizamos las formulas de sumas de senos y cosenos se tiene que:

X 1
T COS(_z) 1
fw=== = =—cotg (——j
cos x —cos(x+1) psen 25 +1 (1) 2
2

—zS8€n

Esta funcion es constante, y por tanto, su derivada valdra 0.

Enunciar el Teorema del Valor Medio del calculo diferencial. Usarlo para demostrar que para
cualesquiera nimeros reales x <y se verifica que cos y — cos x =y — x.

El teorema del valor medio dice: Si f(x) es continua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo
(a, b), entonces existe un punto ¢ € (a, b) tal que:

SO -f@ e
b—a
Consideramos la funcion f (x) = cos x. Esta funcion es continua y derivable en todo R, y en
particular en cualquier intervalo [x, y]. Por tanto, aplicando el teorema:
SW= /) =f“(c),siendox <c<y
y—Xx
Luego:
COS ¥y —COS X
y—x
Como sen ¢ < 1 para cualquier valor de ¢, se tendra que:
(y—-x)(-senc)<y—x

=-senc = cosy—cosx=(y—x)(-senc)

Por tanto, cos y —cos x <y —x.

Demuestra que la funcién y = x* — x — sen 7x tiene un maximo relativo en el intervalo (-1, 0) y
un minimo relativo en el intervalo (0, 1). Menciona los resultados teoricos que utilices.

La funcion dada es continua y derivable (con derivada continua) en todo R, y en particular en los
intervalos [—1, 0] y [0, 1]. Por tanto cumple el teorema de Rolle, el de Bolzano y todos los relativos
a continuidad y derivabilidad.

Como y(1)=0, y(0)=0 e y(1)=0, por el teorema de Rolle, existira un valor ¢ € (-1, 0) en
donde y © (¢) = 0; y por lo mismo, otro punto ¢ * € (0, 1) enel que y * (¢ ) = 0. Lo que no sabemos,
de momento, es si €s0s puntos son maximos 0 minimos.

Haciendo la derivada se tiene: y < = 3x* — 1 — cos mx.



¢ Comoy‘(-1)=2+n>0¢e y‘(0)=-1-n<0, la funcidon es creciente en un entorno de
x=-1 y decreciente en un entorno de x=0. Por tanto, algin valor ¢ € (-1, 0) tal que
v “ (¢) =0 es un maximo.

¢ Como y“(0)=-1-nt<0 ey (l)=2+n>0, la funcidon es decreciente en un entorno
dex=0 y creciente en un entorno de x = 1. Por tanto, algin valor ¢ © € (0, 1) tal que
vy ‘(¢ )= 0 es un minimo.

Comprobar que se verifican las hipotesis del teorema de Rolle para la funcion f(x) = 3cos” x,

en el intervalo [7t/2, 37t/2]. Calcular también el valor al que se refiere la tesis del teorema.

La funcidn es continua y derivable en todo R ; en particular, en el intervalo [n/2, 3/2]. Ademas:
f(m/2)=0=f(3n/2)

Por tanto cumple las hipdtesis del teorema de Rolle. Luego, existe un punto ¢ € (n/2, 37/2) tal que

f“(c) = 0. Calculémoslo:

f(x)=—6cosxsenx=-3sen2x=0 = 2x=kn = xZ% conke Z

El punto buscado es ¢ = 7, ya que es el punto que pertenece al intervalo [n/2, 37/2].

(Puede aplicarse el teorema de Bolzano a la funcion f(x) = sen 2x + cos 3x en el intervalo

[0, t]? Encontrar, si existe, un punto de [0, 7] en el cual se anule esta funcion.

Teorema de Bolzano. Si una funcién es continua en un intervalo [a, b] y toma valores de signo

opuesto en los extremos (por ejemplo, f(a) >0y f(b) <0), entonces existe al menos un punto

¢ € [a, b] tal que f(c) =0.

La funcion f'(x) = sen 2x + cos 3x es continua en todo R, en particular en [0, t]. Ademas:
f(O)=sen0+cos0=1 y f(m)=sen2n +cos3n=-1

Luego verifica las hipdtesis del teorema de Bolzano.

Por tanto, existe un punto tal que f'(x) = sen 2x + cos 3x = 0.

A 0jo, se ve que una solucién de esa ecuacion trigonométrica es x = /2.

Nota: Hacemos un intento de resolucion de la ecuacion sen2x + cos3x = 0:
sen2x +cos3x=0 = 2senxcosx+cosxcos2x—senxsen2x=0 =
—  2senx cosx +cosx (cos’ x —sen’ x) —senx 2senxcosx=0 =
= cosx(cos’x—3sen’x2senx)=0 = x=m2+kn
Aunque hay mas soluciones, a nosotros nos vale con encontrar una: x = n/2, que, como hemos
dicho, puede verse a ojo.

Se considera la funcion f(x) = arctg x. Demostrar que existe algun numero real x € (0, 1)
tal que f‘(x) = x.
1

f(x)=arctgx = f‘(x)=1+x

2

Consideramos la funcion F (x) =f“(x) —x = —X

1+x*

Esta funcion es continua en [0, 1]. Ademas, F (0) =1y F (1) = —%. Luego, por el teorema de

Bolzano, existe un punto ¢ € (0, 1) tal que F (c) = 0. Por tanto:

F)=0 < F(o)=

- -—c=0 < =c & fYo)=c

l+c¢ l+c¢



Podemos aplicar el teorema de Rolle a la funcion f(x) = e !

qué valor a es f ‘(o) =0?
Teorema de Rolle: Si f'(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo
(a, b) y ademas f'(a) =f(b), entonces existe, al menos, un punto ¢ € (a, b) tal que f “‘(c) = 0.

en el intervalo es [-1, 1]?;Para

La funcion f(x) = e ! cumple las hipotesis anteriores en el intervalo [—1, 1], ya que es continua y
derivable en ¢l y ademas:
fED=€"=1 y f()=e'=1
Por tanto:
f‘(x)=2xe)‘2_l =0 = x=0
El valor pedido es a = 0.

Demostrar que, para cualquier valor de m, la ecuacion x* — 3x + m = 0 no tiene dos raices
diferentes que pertenecen al intervalo [0, 1].

Consideramos la funcién f(x)=x"—3x+m que es continua y derivable en todo R . Su derivada,
f(x)=3x"-3,vale0Oenx=-1yenx=1.

Como f * es negativa para todo x € (-1, 1), la funcion es decreciente en todo el intervalo. En
consecuencia, /' (x) = x’ — 3x + m solo puede cortar una vez, como maximo, al eje OX en el intervalo
(=1, 1). Por tanto, la ecuacién x° — 3x + m = 0 solo puede tener una raiz en ese intervalo.

Aplicar, si es posible, a la funcion f (x) = sen x cos x en si el intervalo es [0, «t], el teorema de
Rolle, dando ¢ € (0, ) para el cual f*(c) = 0.
La funcidn f'(x) = sen x cos x es continua y derivable en toda la recta. En particular en el intervalo
[0, ]. Ademas:
f(0)=sen0 cos0=0 y f(n)=senm-cost=0
Por tanto, puede aplicarse el teorema. En consecuencia, existe un punto ¢ € (0, «t) tal que f“(c¢) =0
fe(x)=cosxcosx—senxsenx=cos2x=0 = 2x=n/2 = x=nmn/4
El valor buscado es ¢ = n/4
Nota: Hay otra solucion: ¢ = 3n/4

Aplicar el teorema de Bolzano para demostrar que la ecuacion x = cos x tiene al menos una
solucion dentro del intervalo [0, 7t/2].
Consideramos la funcién f(x) =x — cos x. Esa funcién es continua en todo R, en particular en
[0, m/2]. Ademas:

f(0)=0-cos0=-1<0 y f(m)y=n—cosnt=mn+1>0
Luego verifica las hipotesis del teorema de Bolzano. Por tanto, existe un punto ¢ € (0, n/2) tal que
f(c)=0:

f(e)=0 = f(c)=c—-cosc=0 = <c=cosc

Esto es, la ecuacion x = cos x tiene una solucion que es c.

Calcula un punto el intervalo [1, 3] en el que la recta tangente a la curva y = xX*—x+2es
paralela a la cuerda que une los puntos 4 =(1,2) y B=(3, 8).
El teorema del valor medio dice: Si f (x) es continua en el intervalo [a, b] y derivable en el
intervalo (a, b), entonces existe un punto ¢ € (a, b) tal que:
o= LBO-1@
b—a



Como la funcion y = f(x) = x> — x + 2 cumple las condiciones del teorema se tendra:

JOJW g | qaquessm=2-1 = f@©=2-1 =

3-1
872 3001 = e=2
El punto pedido es x = 2.
Considera la funcion:
X +x si x<0
fx= X si 0<x<3

3cos(x—3) st x>3
a) Estudia si es derivable enx =0y en x =3.
b) Razona si se puede asegurar que existe un punto c en el intervalo [-2, 2] en el cual f*(c) = 0.
a) Veamos primero la continuidad. La funcion es continua en todo R, salvo quizés en los puntos
x=0 y x =3, que es los que se cambia de un trozo a otro.
Six>0 = f(x)—>0
Six>0" = f(x)>0
La funcién es continua en x = 0.
Six>3 = f(x)—>3
Six>3" = f(x)>3cos0=3
La funcién es continua en x = 3.
Salvo enx =0y x = 3, su derivada es:
2x+1 si x<0
fx)= 1 si 0<x<3
—3sen(x—3) st  x>3
Para x = 0:
Six->0 = f‘@-1
Six>0 = f‘h-1
La funcidn es derivable en x = 0.
Para x = 3:
Six—>3 = f‘)->1l
Six>3" = f‘x)—>-3sen0=0
La funcién no es derivable en x = 3.
La derivada es pues:
2x+1 si x<0
fe )= 1 si 0<x<3
—3sen(x—3) si  x>3
b) En el intervalo [-2, 2] la funcién es continua y derivable; en consecuencia cumple el teorema de
Rolle, y existe un punto ¢ € (-2, 2) tal que /“(c) = 0.

Ese punto es la solucién de:

2x+1=0 = x=—l
2



Prueba que la funcién f(x) = x*—2x + cos x tiene al menos un minimo relativo en el intervalo
0, m).
La funcion f (x) = x> — 2x + cos x es continua y derivable para todo x. Lo mismo le sucede a su
derivada, /“ (x) = 2x — 2 — sen x. Como:
f0)=-2<0 y ff(m)=2n-2>0

por el teorema de Bolzano, existe algiin punto ¢ entre 0 y «t tal que /“ (¢) = 0. Este punto c sera el
punto singular de la funcion f.
La segunda derivada vale f** (x) =2 — cos x. Entonces:

f“()=2-cosc>0 (porser —1 <cos a <1, para todo o)
Por tanto, ¢ cumple las condiciones de minimo relativo: f“ (¢) =0 y f* (c)> 0.



