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12.1 — CRECIMIENTO DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

TASA DE VARIACION MEDIA
Definicion
Sellamatasa devariacion media (T.V.M.) de unafuncion, y = f(x) en un intervalo

[akb] a cociente: T.V.M [ap] = aiadiondef(x) _ f(b) =1 (a)
Variacion de x b-a
Y eslapendiente del segmento que une los puntos A(af(a)) y B(b,f(b))

Con frecuencia, € intervalo se le designa mediante la expresion [a,a+h], nombrando,
asi, aun extremo del intervalo a, y asu longitud, h. Ental caso, latasade variacion
f(a+h)-f(a)

mediase obtiene: T.V.M. [aath] = .

f(h)

S(a)

Si unafuncién es creciente en [a,b], su tasa de variacion media es positiva; y Si es
decreciente, negativa.

Y

| a b X | c’1 b X
TV.M. [a, b] >0 T.VM. [a, b <0

TASA DE VARIACION INSTANTANEA

Definicion: Sellamatasa devariacion instantanea (T.V.1) de unafuncién, y = f(x) en

un punto a
TV.I(8) = imf ) =f@ _ . f(a+h)-f(a)
X-a X_a h-0 h
Y eslapendiente de larectatangente alacurvay = f(x) en €l puntox = a

Significado:
Si es positiva=> Lafuncion es creciente en €l punto a
Si es negativa—=> Lafuncion es decreciente en el punto a
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12.2 — DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

DEFINICION

Llamaremos derivada de una funcion y = f(x) en el punto x = a alatasade variacion
instantanea de dicha funcién en el punto a, y se designa por f “(a):

f(a) = Iimf(x)—f(a) i f(a+h)-f(a)

m
x-a X —ag h-o0 h

SIGNIFICADO

Laderivadadelafunciony = f(x) en € punto x = aesla pendientedelarecta
tangentealacurvay =f(x) en e puntox =a
Por tanto la ecuacion de larecta tangente aunacurvaen € punto x = a:

y—f@=f"(a (x-3a
APLICACIONES

- Sif’(@)>0= Lafuncion escrecienteen € punto x =a
- Sif’(a) <0= Lafuncion es decreciente en €l punto x = a
- Si hay un maéximo o minimo relativoenx =a=1f (@) =0

12.3 — FUNCION DERIVADA DE OTRA

Sellamafuncion derivada def (o simplemente derivada def) aunafuncionf * que
asocia a cada abscisa, X, laderivadade f en ese punto, f “(X), es decir, lapendiente de la
curvay = f(x) en ese punto. A laderivadadef lallamaremosf “ o Df:

DI = () = Iximf(x+hr)]—f(x)

12.4 - REGLAS PARA OBTENER LAS DERIVADAS DE
ALGUNAS FUNCIONES

OPERACIONES CON DERIVADAS

- Multiplicacion por un nimero :(k.f(x))” = k.f “(x)
- Sumayresta: [f(xX) £ g(X)]" =f " (X) £ g (X)
- Producto : [f(x).g(xX)] =f “(x).g(x) + f(X).g"(X)

f (x)} _ F'(x).9(x) - f (x)g'(x)
9(x) 9°(x)
- Composicion : [f(g(x))]" =f "(9(x))-g"(x)

-  Cociente: {
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FUNCION DERIVADA FUNCION DERIVADA
y=k y =0
y =X y =1
y=x" y =nx"! y =f"(x) y = nf)"f (x)
y=x y’=ﬁ y=f(x) y’y&%

._ 1 __ ')
y=¥x Y= y =400 =
y=a y =d.Lna y=ad® y =d®.Lnaf "(x)
y =€ y = y =€ y =®f(x)

.01 . ')

y =10g a X y = L1 y =log af(x) y = f(x)Tna

y=Lnx y'=$ y =Lnf(x) y'= 1;((:))

y =senx Yy~ =CoSX y = sen f(X) = cos f(x).f "(x)

y = COS X y =-senx y = cos f(x) =-sen f(x).f "(x)
P B ¢

y = tag x y’:1+tagzxzcoslzx y =tag f(x) y—m—
[1 + tag?f(x)].f "(X)

._ 1 _ (%)

y = arcsen x y = - y = arcsen f(x) _W

.1 _ —f'(x)

y = arccos X y = 2 y = arccos f(x) = 1-f2(x)

.01 . (%)

y = arctag X y R y = arctag f(x) y 1+12(x)

12.5 — UTILIDAD DE LA FUNCION DERIVADA

CALCULAR LA DERIVADA DE UNA FUNCION EN VARIOSPUNTOS

Parahallar f “(a) se calculalaexpresion general de laderivadaf “(x) y luego se
sustituye en laderivadalax por a
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OBTENER LASABSCISASEN LASCUALESLA DERIVADA TIENE UN
CIERTO VALOR

Para averiguar los valores de x paralos cualesf “(x) = k , se calculala expresion de
laderivada en general f “(x), seigualaak y seresuelve la ecuacion.

OBTENER LASABSCISASDE LOSPUNTOS SINGULARES

Se llaman puntos singular es a los puntos de tangente horizontal, es decir, alos
puntos en los que la derivada es cero. Entre ellos estan |os maximos y minimos
relativos, pero puede haber otros.

L as abscisas de los puntos singulares son las soluciones de laecuacion : f “(x) =0
OBTENER LOSTRAMOSDONDE LA CURVA CRECE O DECRECE

Si f "(x) >0lafuncién escrecientey si f "(x) < O lacurva es decreciente. Por tanto,
resolviendo tales inecuaciones se obtienen los interval os donde la curva crece o
decrece.

12.6 — ESTUDIO Y REPRESENTACION DE FUNCIONES

DOMINIO

- Polinomio: D =R

- Cocientes: D = R —{puntos que anulan e denominador}

- Raicesdeindice par : D ={Lo dedentro delaraiz > 0}

- Raicesdeindiceimpar: D =R

- Logaritmos: D ={Lo de dentro del logaritmo > 0}

- Exponenciales: D =R

- Trigonométricas : Seno y coseno D = R ; El resto se estudia como un cociente
- Arcos:D={-1<Lodedentrodd arco< 1}

PUNTOSDE CORTE

- Cond geOX:y=0 = x =Xy = P(X0,0)
- Cond geQY :x=0 =y=yo= P(0,yp)

SIMETRIA

- Simétricarespecto del OY o par: f(-x) = f(x)
- Simétricarespecto del Origen o impar : -f(-x) = f(x)

SIGNO DE LA FUNCION

- Secalculan los puntos que no pertenecen al dominio= x =g, ....

- Seresuelvelaecuacion f(x) =0 = X = Xg, X = X1,.....

- Estos puntos dividen larectareal en partes, tomando un punto en cadaintervaloy
sustituyendo en y = f(x) se obtiene € signo de lafuncion



ASINTOTAS

- Asintotas verticales. Puntos donde lafuncién sevaad infinito: y = o, x = a
- Cocientes: Puntos que anulan el denominador
- Logaritmos : Puntos que anulan |o de dentro del logaritmo
- Aproximacién alaasintota: Calcular limites laterales
- Asintotas horizontales : Puntos dondelax sevaal infinito: x = c,y=b
- Cdéculo: Ixim”f(x)zb:y:b

f (X) > b= Lafuncién por encimadelaasintota

- Aproximacion( en x = £100):
f (X) < b= Lafuncion por debajo delaasintota

- Asintotas oblicuas

. . f(x :
- Céculo:y=mx+n; m= Ilmﬁ - n= lim[f (x) - mx]
X 00 X X 00
_ Aproximaci én( enx = ilOO): f(x) > Asint(x)= Lafuncion por encimadelaasintota
f (x) < Asint(x)= Lafuncion por debajo delaasintota

MONOTONIA Y PUNTOSCRITICOS

- Secalculan los puntos que no pertenecen a dominio= x =g, ....

- Seresuelvelaecuacion f "(x) = 0 = X = Xo, X = Xq,.....

- Estos puntos dividen larectarea en partes, tomando un punto en cadaintervalo y
sustituyendo en 'y = f “(X) se obtiene &l signo de lafuncion

- Sif’(a)>0lafuncion es creciente en dicho intervalo, y si es < 0 es decreciente.

- Mé&ximo relativo : P(af(a)) : x = aes el punto del dominio donde lafuncion pasade
creciente a decreciente.

- Minimo relativo : P(af(a)) : x = aes e punto del dominio donde la funcién pasa de
decreciente a creciente.

CURVATURA Y PUNTOSDE INFLEXION

- Secalculan los puntos que no pertenecen a dominio= x =g, ....

- Seresuelvelaecuacionf 7(X) =0 = X = Xg, X = X1,.....

- Estos puntos dividen larectarea en partes, tomando un punto en cadaintervalo y
sustituyendo eny =f “"(x) se obtiene e signo de lafuncion

- Sif”(a) > 0lafuncién es convexaen dicho intervalo, y si es < 0 es concava.

- Puntosdeinflexion: P(a,f(a)) : x = aesd punto del dominio donde lafuncion
cambia la curvatura.

TABLA DE VALORES

Dando valoresala*“x” se calculan los correspondientes dela“y” sustituyendo en la
funcion

REPRESENTACION GRAFICA



TASA DE VARIACION MEDIA DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

EJERCICIO 1 : Halla la tasa de variacion media de la siguiente funcion en el intervalo [1, 2] e indica si
f(x) crece o decrece en ese intervalo: f(x )=2x2 —-3x

Solucién: T.V.M. [L, 2] = f(2)- f(l) 2-(- 1) (2+1) 3
2-1 1 1
Como la tasa de variacion media es positiva, la funuon es creciente en el intervalo [1, 2].

EJERCICIO 2 : Dada la funcion: f(x)=(x -1

Calcula la tasa de variaciéon media en el intervalo [0, 1]. ¢Es creciente o decreciente la funcion en
dicho intervalo?

Solucién: T.V.M. [0, 1]= f(ll) g(o) 0 1(1) i 1

Como la tasa de variacion media es positiva, la funcion es creciente en este intervalo.

EJERCICIO 3 : Calcula latasa de variacion media de esta funcién, f(x), en los intervalos siguientes
e indica si lafuncion crece o decrece en cada uno de dichos intervalos:

¥

AN

a) [-1,0]

b) [1. 2] N

Solucion:

a) TV.M. [10]- f(0)-f1)_1-(-1) _1+1
0-(1 1 1

Como la tasa de variacion media es positiva, la funcion es creciente en [-1,0]. (También se

puede apreciar directamente en la gréfica).

=2

b) T.V.M.[1 2]= f(22)— fl(l) _0 1 2 _ _2= Lafuncion decrece en este intervalo.

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO, APLICANDO LA DEFINICION

EJERCICIO 4 : Halla la derivada de la siguiente funcién en x =1, aplicando la definicién de derivada:

f(x)=x?+1
Solucién: f'(1)= lim FOIAQ i 6E4D=2 i X2 DDy
x—>1 x-1 x—1 Xx-1 x—1 X=1 x-51 x-1 x—1
EJERCICIO 5 : Calcula,utilizandola definiciénde derivada, f (1) paralafuncién f(x)sz_l.
x-1 0
Solucién: f'(1)= lim f(x) f(l) _imiZl
x—1 x—>1 x-1 x>13 3

EJERCICIO 6 : Halla la derivada de la funcién f(x)=(x — 1)> en x=2, aplicando la definicién de derivada

2 2
Solugién: @)= fim T8)=F@)_ ) &-1F -1 Doty X2t X2 2x e xe2)
X—2 X-=2 x—>2 X—2  xo2 X=2 X—2 X=2  x52 X=2  x52
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EJERCICIO 7 : Aplicando ladefiniciénde derivada, calcula ' (1), siendo f(x)=3.
X

2 5 2-2x
L . f(x)-f@ X . . - . - I
Solucién: f'(1)= lim )10 _ lim X = Jim —X— = lim 222 jim 282X _ i 22
x>l X—-1 x5l x-1 x51 x-1  x51(X-1)x  x51(X-Dx x>l X

FUNCION DERIVADA, APLICANDO LA DEFINICION

EJERCICIO 8 : Halla f'(x), aplicando la definicién dederivada:

a) f(x)=x2+1 b) f(x)= X;rl c) f(x)=2x2 d)f(x):% e)f(x):%x
Solucién: ‘
a) ' ()= lim f(x+h)—f(x): lim (x+h)2+1—$<2 +1, lim x2+h2+2xh+1—x2—1:
h h—0 h h—0 h
h2 +2xh h(h +2x)
= lim = lim = lim (h+2x)=2x
h—>0 h h—>0 h h—0
x+h+1_(X+1] X+h+1l-x-1 h

b) f'(x)= lim P f6)_ iy 3 3 _lim 3 —im 3= fim =L

h—0 h h—0 h h—0 h h—»oh h-03h 3

o F()= lim f(x+h)—f(x): lim 2(x+h)2 —2x? 2‘(2 +h? +2xh ‘—2x2 im 2x2 +2h? + 4xh - 2x?

= lim =i =
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
2
_ fim 20T A @A) o )< ax
h—0 h h—0 h h—s0
1 1 x—(x+h) Xx—X—-h —h
d) £'(x)= lim POHn)-T0) _ iy xeh x _ g X&) o xGeeh) o xbeen) o b
h—0 h h>0 h h>0 h h>0 h h>0 h h—0 hx(x+h)
- 1
= lim ———=—
h—0 x(x+h) 2
2(x+h) 2x 2x +2h — 2x 2h
&) /()= lim FOENFC) 8 8 8 3 22
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h  hso3h 3
CALCULO DE DERIVADAS INMEDIATAS
EJERCICIO 9 : Halla la funcion derivada de:
a) f(x)=3x*-2x +5 b) f(x)=e* c) f(x)=2x3-x2+1 d) f(x)=1Inx
e)f(x)=2x5+§ f) f(x )=sen x g)f(x)=x3—3x2+% h) f(x )=cos x
3 2 ; x2 42
i) f(x)=4x° -3x° +2 j) f(x)=tg x k) f(x)= 1) f(x)=xe*
2x +1
2
m) f(x )= 3x -1 n) f(x )= x?sen x ﬁ)f(x)zl_x 0) f(x)=xInx
x2 -2 X -3
2
p)f(x)=ﬂ+§ q) f(x)= 3::1 r f(x)= 2?;(X+3 s) f(x)=%/x -sen x
Solucion:
a) f'(x)=12x3-2 b) f'(x)=e c) f'(x)=6x2 —2x d) f'(x)=l
X

e) f'(x)=10x* +% f) f'(x)=cos x 9) f'(x)=3x? —6x h) f'(x)=—senx



i) f'(x)=12x2 - 6x j) F'(x)=1+tg°x =
oS “X

0 60— 2x(2x+1)-k2 122 ax?+ox-2x® -4 _ 2P +2x-4
(2x+17 (@x+1Y (2x +1)
) k2 2 —(3x-1)2x 3% -6-6x2+2x _-3x"+2x-6

2 e

2 2 2 2
ﬁ)f,(x):—ZX(x—3)—‘1—x _—2x?abx-1ex® _ —x®16x-1 R S
X

) fr(x)=e* +xe* =(1+x)e*

n) f'(x)=2x senx+x2cos x

m) f'(x

(x-3) (x-3) (x-3)
- ) 160 ‘gx);”e (2;3)’?‘1)= s
r)f(x)= 6x(2x+3)-3x? -2 _12x” +18x—6x> _ 6x* +18x

(2x+3)2 (2x+3)2 (2x+3)2

1 _
s) f'(x)=§x “senx +x¥* .cosx = sen x +3/x - cos x

1
33x?
CALCULO DE DERIVADAS

EJERCICIO 10 : Halla la funcién derivada de:

a)f(x)=(3x2+x]4 b) f(x)=v4x? +1 c) f(x)=e™ d)f(x)=|n(3x4—2x]
~ X +1 o4 9X? 3x2-2 o x
e)f(x)—sen[zx_gj f) f(x)=3x -5 9) f(x)= 7, h) f(x )= xe
\ 4 3
i) F(x)=8x5—2x3+ = ) F6)=h4 —3x e k)f(x)zsen( X j 1) F(x)=X_ 8%
3 / <2 1 > s
x? -3 ’ —2x% 1 3x2 3x -4
m) f(x)=—"— nte)=ink*-2x A )= o) flx)=—
2x° +1 5 X~ +3X
p) F(x)=42x3-3 q)f(x)=%x4—§x7 r) f(x)=e* -senx s)f(x)=cos( gx j
X +2
t) f(x)=4x5—2—x u) f(x)=$<2—3x\ex V) f(x)zsen( X_lj
3 ’ x2+1
3 a
w) f(x)=—x7+§x—1 x) f(x)= ax” -3 y) f(x)=e’* 3
4 x? -1
3 \
2) f(x)=9x2—3x4+l 1) f(x)= 3x 2) £(x)=In kx5 +3x
3 4-x2 g
5 x2+1
3) f(x)zw 4) £(x)=x“*cosx 5) f(x)=e x-1
6
6) f(x)=4XT—2x+5 7) f(x)= ix 8) f(x)=v2x-3x*
X“+1
Solucion:
a) f'(x)=4(3x2 + x:3 -(6x +1)
2 2
b) f'(x)= ——t .12x? = 12X° __OX
2Vax® +1 Nax® 41 Vax® 1

c) f'(x)=e* 2. (12x? —2:



@) ()= 3x* -2 2) & ~2x

e)f'(x)zcos[ X +1 )(2x—3)—(x+1)2 _ 2x—3—2x—2'cos[ x+1 j: -5 'Cos[x_uj

2x -3 (2x -3 (2x-3) 2x -3

— (123

f) f'(x)=12x> —18TX

)_6x$<2—1 (3x2 —2 2x _ 6x° —6x—6x3 4 4x _

$<2—1)2 $<2—1)2 $<2—1)2
hy f'(x)=eX +xeX =eX(1+x) i) f'(x)=40x* —6x?
j) frx)= ‘4x3—3/ex +$<4 —3x/ex = ¢1X3 ~3+x% -3x eX = ‘(4 +4x3 -3x-3 eX

k) f(x)= COS[XZX_J. Xl_zl__SZZX ) COS[X —1] 1(21 12))2( i k2 21)12 COS[XZX—J

9) f'(x

3 2 2
I)f'(x):lzx _18x =6x3—18X
2 5
. 2x(2x3 +1 - &2 -3 .6x2 _axteax-ext r18x? —2x” +18x? 4 2x
(2x3 +1)2 (2x3 +1)2 (2x3 +1)Z
A 3
n) f'(x)= ‘4x3—2/= -2
x4 —2x x4 —2x
ﬁ) f'(X)Z —8X5+6X
0 ()= 3‘(2+3x/—(3x—4)(2x+3): 32 +9x—6x —9x+8x+12 _ _ —3x? +8x+12
$<2+3x)2 ‘><2+3x)2 (X2+3X)2
1 ) 6x2 3x2
o) 160)-— - - -
2y 2x3 -3 2 23-3 V2x3 -3
) F'(x)=2x3 - 251 x©

r) f'(x)=e* -senx+e* -cosx = (senx+ cosx Je*

N
2 2 2
S)f'(X)=—Sen( 3x ]3& +2-3x-2x _ | 3% +6-6x .Sen( 3x ]:

2 2
X +2 2 )g X +2
€2+2)2 Q +2
~3x%+6 3x 3x2 -6 3x
= > = - sen 2—
Q +2)z X< +2 €2+2)z X< +2

t) f'(x)=20x* _5

u) (%)= (2x—3)eX +(x2 —3x:ex —eX(2x-3+x2 —3x:=ex (x2 —x—3:

, x-1 ) x%+1-(x-1)2x x—1 ) x? +1-2x2 +2x x-1 ) —=x?+2x+1
V) f(x)=cos( > ] =cos( > ] =cos( > ] =
x“ +1 (X2 +1y x“ +1 (X2+1f x“ +1 (X2 +1y
=xZ+2x+1 x—1
) (x2+1)2 ' [X2+1j

w) f'(x)=-7x8 +%
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12x2(x2 1 —bx3 -3 2% 12x* —12x? —8x* +6x  dx? —12x% 4 6x
(2 (2-1f (2 -of

y) f'(x)=e*"3 ‘28x —28x3.e7'3

z) f'(x)=18x—12x3

x) f'(x)=

2 2" 4.3 2 oud 4 2 L4
B 60 (4-x2 —3x3(C2x) 36x2-9x* +6x*  36x% —3x

(4—x27 IO ED

N 4
2) £()=——— lox? +3 = 22X *3
2x° +3x 2x° +3x

3) f'(X)Z —15)(7 +2
4) f'(x)=4x3cosx +x* (= senx)= 4x3cosx — x *senx

x*+1 x*+1 x*+1

2= 2 L= 2 2 2
5) f(x)=e xL. 2x(x -1)- +1 Cext 2xT-2x-xt-1 oy xT-2x-1

(x-1)? (x-1)? -1
5

6) f'(x)= 24;‘ —2=8x5 -

2.9 2 2 2
7 (%)= Z‘X +1-2X-2X  2X“ +2-4X —2X°+2

(x2+1)2 ) (x2+1)2 :(x2+1)2 \

b1 -2 12x3  ol-ex® 1-6x3

1
2 2x —3x4 2x/2x ax?  22x-3xd  yax—3x?

ECUACION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA

8) f'(x)=

EJERCICIO 11 : Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y:x2+ 2x-1 en el punto de abscisa
x=1.

Solucion: y —f(1) =f* (1).(x — 1)

e f(1)=1°+21-1=2

e fr()=2x+2=f'(1)=2+2=4

o Larectaserdy—2=4(x-1)=y=4x-2

EJERCICIO 12 : Escribe la ecuacién de larecta tangente alacurva y = 2x2 - 3x gue tenga pendiente
7.

Solucionn m=-7=f'(x) =>f‘X)=4x-3=-7T=>x=-1
y—f(-1) =f' (-1).(x + 1)

f(-1) = 2.(-1)*—=3.(-1)=2+3=5

o fi(-1)=-7

o Larectaserd: y-5=-7(x+1)=y=-7x-2

EJERCICIO 13 : Hallalaecuaciéndelarectatangentealacurva y =Jx gue seaparalelaa. larecta

1
=—Xx+1
y 4

- . 1
Solucion: e Lapendiente delarectaes m= 2

. . . 1 1
e La pendiente esigual aladerivada: = ——=—=x=4

2Jx 4

oy —f(4) =F(4)(x - 4) = Larecta sera: y—2=z(x—4):y=%x+1
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ESTUDIO DE LA MONOTONIA DE UNA FUNCION

EJERCICIO 14 : Estudia el crecimiento y el decrecimiento de las siguientes funciones:

a)f(x)=3x2—2x+1 b) f(x)=2x° c) f(x)=3+12x —3x? d) f(x)=(x +2f
e) f(X)— 3X +1

Solucion:

a)

. D(f) =

. f(x) 6X —2 = D(f)_

f(x) 0=6x-2=0=>x=1/3

/ Creciente (1/3,+x)
Decreciente (-0,1/3)

Minimo (1/3,f(1/3)) = (1/3,2/3)

b)
e D(f) =
f') =
o F(x)=6x>= D( )=
f(x) 0=6x2=0=x=0
/ / Creciente en todo R
c)
e D(f) =
. f(x) 12-6x= (f)_
f() 0=>12-6x=0=>x=2
Creciente (-,2)
Decreciente (2,+x)
Maximo (2,f(2)) = (2,15)
z
d)
e D(f) =
(f)

. f(X) 2(x+2) = Creciente (-2,+x)

f( )=0=2x+4=0=>x=-

Decreciente (-,-2)
\ / Minimo (-2,f(-2)) = (-2,0)
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)
« D(f) =

. f'(x)= 2x—3:> D(f)=R
2 f'(X)=0=2x-3=0=x=3/2

Creciente (3/2,+x)

Decreciente (-0,3/2)

* Minimo (3/2,£(3/2)) = (3/2,-5/8)
352

EJERCICIO 15 : Dada la funcién:f(x )= 4x? —2x +1

a) ¢Es creciente o decrecienteen x=0? ¢Yen x=17?
b) Halla los tramos en los que la funcion crece y en los que decrece.

Solucién: e f'(x)=8x -2
a) f'(0)=-2<0 = Decrecienteenx =0
f'(1]=6>0 = Crecienteenx =1
b) e D(f) =
Df =
o f'(x)=8x-2= ()=
f(x) 0=>8x-2=0=>x=1/4
Creciente (1/4,+x)

Decreciente (-0,1/4)
Minimo (1/4,f(1/4)) = (1/4,3/4)

EJERCICIO 16 : Consideramos la funcion: f(x)z 5x % —3x

a) ¢Crece o decreceen x=-1? ¢Yen x=1?
b) Halla los tramos en los que la funcion es creciente y en los que es decreciente.

Solucion:

a) f'(x)=10x -3
f'(-1)=-13<0 = Decrecienteenx = -1
f'(1)=7>0 = Crecienteenx =1

b) e D(f)=
D(f)=R

o f'(x)=10x-3=4 " ' ~ ~
£'(X) = 0=>10x ~3=0=> x = 3/10

Creciente (3/10,+x)
\ / Decreciente (-,3/10)
- +
.

Minimo (3/10,f(3/10)) = (3/10,9/20)

3/10
EJERCICIO 17 : Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién: f(x )=8x

Solucién:
« D(f) =

o f'(x)=8-2x :>{D(f') =R

f(xX)=0=8-2x=0=>x=4

0

......

_X2



Creciente (-=,4)

Decreciente (4,+)

&

Maximo (4,f(4)) = (4,16)

2 —
EJERCICIO 18 : Estudia el crecimiento y el decrecimiento de la siguiente funcién: f(x )= X —3x

Solucion:
e D)=R
o f'(x)= 2x=3 PR 2x—3
4 f'(x)=0= 4" =0=>x=3/2
Creciente (3/2,+x)
- + Decreciente (-0,3/2)
&
7] Minimo (3/2,(3/2)) = (3/2,-9/16)

EJERCICIO 19 : Dada la siguiente funcién:  f(x)=14x - 7x?

a) ¢Es creciente o decrecienteen x =0? ¢Yen x =47
b) Halla los tramos en los que la funcion es creciente y en los que es decreciente.

Solucion:
a) f'(x)=14-14x
f'(0)=14>0 = Crecienteenx =0
f'(4)=-42<0 = Decrecienteenx = 4
b)
« D =R
D(f')=R
o f'(x)=14-14x = *)
f(x)=0=14-14x=0=x =1
Creciente (-,1)

Decreciente (1,+)

. Maximo (1,f(1)) = (1,7)

1

APLICACIONES DE LA DERIVADA

EJERCICIO 20

a)Hallalaecuaciondelarectatangentealacurva f(x)= x®-3x%+1 enelpuntode
laabscisa x =1.

b) ¢ Es creciente o decreciente f(x) en x =3?

Solucion:
a)y-f1)=f'(1)x-1)

of(l)=1-3+1=-1

o f'(x)=3x2—6x =f(1)=3-6=-3

o Larectaserd: y+1=-3(x-1)=y=-3x+2
b)f'(3)=9>0 = Escrecienteen x =3.

EJERCICIO 21 : Dadalafuncién: f(x)=3x?-x
a) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la funcion en x = 1.
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b) Halla los tramos en los que la funcion crece y en los que decrece.

Solucion:
a)y-f(1) =f (DK -1)
of(1)=3-1=2
o f'(x)=6x-1=f'(1)=6-1=5
e Larecta sera: y—2=5(x—1):>y=5x—3
b)
e Df)=R
D(f')=R
o f'(x)=6x-1= )
f'(X)=0=6x-1=0=x=1/6

Creciente (1/6,+x)

- + Decreciente (-o,1/6)

L
16 Minimo (1/6,f(1/6)) = (1/6,-1/12)

EJERCICIO 22 : Consideremos la funcion: f(x)zgx2 -2x+1

a) Obténlaecuaciéon delarecta tangentea f(x) en el puntode abscisa x =2.
b) Hallalos tramos en los que la funcion crece y en los que decrece.

Solucion:
a)y-f(2)=1(2)(x-2)
of(2)=6-4+1=3
o f'(x)=3x-2 =" (2)=6-2=4
o Larectaserd: y-3=4(x-2)=y=4x-5
b)
e Df)=R
D(f')=R
o f'(x)=3x-2= ™)
f(X)=0=>3x-2=0=>x=2/3
Creciente (2/3,+x)

Decreciente (-0,2/3)

- Minimo (2/3,f(2/3)) = (2/3,1/3)

PUNTOS DE TANGENTE HORIZONTAL

EJERCICIO 23 : Hallay representa graficamente los puntos de tangente horizontal de la funcion:
f(x)=x*-x2-8x +12

Solucioén:
X=2
2+, 4 +
o f'(x)=3x*-2x-8=0 = x-= ¥96 _2:10 -8 -4
6 6 X=—=—
6 3
4 500
Puntos: (2,0 -
( )y[ 3 27]
500
Maximoen _—4 500 il kY
3 27
* - -2_4
—453 2 3 |

Minimoen (2, 0)



2
EJERCICIO 24 : Dadalafuncién f(x)= 2X , hallasus puntossingulares yrepreséntalos
xc -1
Solucién: ,
2 2 3 3 _
. f()_4xx 1,-2x7-2x  4X° —4x-4x 4x 0= x=0 — Punto:(0,0)

- ) )

/ /AN

-1 1] 1 - 1

EJERCICIO 25: Averigualos puntos de tangente horizontal dela funcién f(x )=

yrepreséntalos
X“+9
Solucion:

2.0 _o0oy. 2 1av?  _oy?2
. f,(x)zg(x +9,-9x-2x _ 9x*+81-18x* _-9x®+81_ _

G2+9f  G2eof k2 +9of

X, =-3 > Punto: | -3, _3]
2

X, = 3 > Punto: [3, 3]
2

\. /\ winimoen (-3 52| .2 o

S g
Méaximoen [3, g] *

= -9x2+81=0 = x*=9 =

i

-3 3

EJERCICIO 26 : Halla y representa graficamente los puntos de tangente horizontal de la siguiente
funcion: f(x) = (x —1)*(x +5)

Solucion:
o f'(x)=2(x -1)(x +5)+ (x —1F =(x —1)[2 (x + 5)+ (x = 1)]= (x—1)(2x+10+ x-1)= (x -1)(3x+9)=0=
x=1 — Punto: (1,0)
= {x =-3 — Punto: (-332)
Maximoen (-3, 32)

~ 32
Minimoen (1, 0).

3 1

EJERCICIO 27 : Halla los puntos de tangente horizontal de la siguiente funcion y, con ayuda de las
ramas infinitas, decide si son maximos o minimos: f(x )= x* +6x? - 15x

Solucion:
o f'(x)=3x?+12x-15=0= x?+4x-5=0



2 4°D

2 2 2 2

~4+416+20 -4+6 _-4:.16+20 -46 x=1 — Punto(1,-8)

x=-5-— Punto(-5,100)

e 100
/ \ / Méaximoen (-5,100)
. -
1

Minimoen (1, -8). =5 8 ey
_s )
_ 2
EJERCICIO 28 : Averigua los puntos de tangente horizontal de la funcién: f(x)= 3 X2
X +

Solucién:

. ()= —2x(x+2)—(3—x2]: —2x% —4x -3+x*  —x>-4x-3

(x+2)2 (x+2)2 - (x+2)2

¢ '(x)=0 = -x?>-4x-3=0 = x’+4x+3=0 =

—4++16-12 —4+2 x=-1 — Punto (—1, 2)
X = =
2 2

=

x=-3 — Punto (-3,6)

EJERCICIO 29 : Halla y representa graficamente los maximos y minimos de la funcion:
y =x°-3x?-9x +1
Solucion: D(f) = D(f ) =R
2:ai12 244 | X=3 — Punto (3,-26)

'=3x% - 6x-9=3Kk2-2x-3)=0= x = ==
Ty X (X X ) = 2 2 x=-1-> Punto(—1,6)

Minimoen (3, - 26).

Maximoen (-16) ~+-1b
-1 3
- S

A

X
X +2

EJERCICIO 30 : Determina los puntos de tangente horizontal de la funcion: f(x)=

Solucion:
. ()= 3x*(x+2)-x> _3x°+6x* —x® _2x° +6x°
(x+2)2 (x+2)2 (x+2)2

x=0 - Punto (0, 0)

e f'(x)=0 = 2x*+6x*=0 = x’(2x+6)=0
x=-3 — Punto(-3,27)

EJERCICIO 31 : Halla y representa graficamente los puntos singulares de la funcién: f(x )= x* - 2x?

Solucion:
x=-1 - Punto (-1,-1)
o f'(x)=4x° —4x =4x(x?-1)=0{x=0 — Punto (0,0)
x=1 — Punto (l —1)
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Méaximoen (0,0)
SHE
& &

Minimoen(-1,-1)y (1,-1) R S

-1 1} 1

REPRESENTACION DE FUNCIONES

EJERCICIO 32 : La siguiente gréfica corresponde ala funcién f(x). A partir de ella, indica:

Y

=

a) Maximos y minimos.
o . X b) Puntos de corte con los gjes.

\ \ ¢) Ramas infinitas.
: | d) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
; |
Solucion:
a) f(-3)=0
) FE3) Hay unminimoen (-3,-3)
f(-3)=-3

f(0)=0 -
1(0)=3 } Hay un méaximoen (0, 3)

b) (-4,0), (-2,0), (3,0) y (0, 3).
¢) limflx)=—o  lim f(x)=+e0
d) Decreceen (~w, —3)yen (0, +»); creceen (-3, 0).

EJERCICIO 33 : Dada la graficade f(x), di cuales son sus asintotas e indica la posicion de la curva
respecto a ellas. Halla también los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcidn:
Y

|
\
N
\\_ X
g :
o)
\
|
Solucion:
o Asintotavertical: x=0=  Posicién de lacurva:  lim f(x)= —oo; lim f(x)=+o0
x—0" x—0*

Si X—> -o, y<0
Asintota horizontal: y=0 = Posicion de la curva; _
Si X —> +0o, y>0

o Lafuncién es decreciente en (~x, 0) y en (0, + ).



EJERCICIO 34 : A partir de la gréfica de f (x):
Y

f

DT &

,l“\ a) ¢Cudles son los puntos de corte con los ejes?
b) Di cudles son sus asintotas.
! S, ¢) Indicalaposicion delacurva respecto alas asintotas verticales.
™~/ 1
1
N5

S=
=

Solucién:

a) (0,0

b) Asintotas verticales: x=-1, x=1
Asintota horizontal: y=0

c) lim f(x)=—o; lim f(x)=—oo lim f(x) = +oo; lim (x)= +o0
x—-1" x—1" x—1"

x—>-1"

EJERCICIO 35 : Representaunafunciénpolinémica f(x), delaquesabemos que:
o lim f(x)=—o0; lim f(x)=+mo

e SuderivadaesOen (-2,-2)yen (0, 2).

e Cortaalosejesen (-3, 0), (-1,0), (1,0)y (0, 2).

Solucién:

=

=3N+=2 L f-1 1

EJERCICIO 36 : Representa una funcion f(x), de la que sabemos lo siguiente:
e Laderivada no se anula en ningun punto.

e Lafuncion es decreciente.
e Cortaalosejesen (-1,0)y en (0,-1)
o limf(x)=—0;  limf(x)= o0
X—2" x—2*
e Tiene una asintota horizontal en y = 1. Ademas:
Si x > -0,y <1
Six > -0,y >1
Solucion:
|
\
1 N
i

\
\

EJERCICIO 37 : Representa graficamenteunafuncion f(x), delaqueconocemoslo siguiente:
o Suderivadase anulaen (-1, -4)yen (1, 4).
e No corta alos ejes.
o lim f(x)=—ox; lim f(x )= +o0
x—0*

x—0"



e Tiene una asintota oblicua, que es y = 2x. Ademas:

{Si x —» —o, lacurvaestapordebajodelaasintota.

Si x —»> +w, lacurvaestaporencimadelaasintota.

Solucién:

Ind-2
/\ L
|

EJERCICIO 38 : Estudia y representa la siguiente funcién: f(x)=x? +3x?

Solucién:

Dominio: D(f) = R
Puntos de corte con los ejes:

_ . . ) ~ x =0 — Punto (0,0)
Coneleje X > x*+3x2=0 = x2(x+3)=0

Xx=-2 — Punto (-2, 4)
ConelejeY: x=0 = y=0 - Punto(0,0)

Ramas infinitas:  lim ‘><3+3x2 = +00; lim $<3+3x2 =—o0
X—>+00 ’ X—>—00 /
Monotonia y extremos:
D(f)=R
D(f')=R

f'(x)=3x2 +6x = x=0 — Punto (0,0)

f'(X)=0=3x(x+2)=0=>
Xx=-2 — Punto (-2, 4)

Creciente: (-o0,-2) U (0,0)
Decreciente: (-2,0)
Maximo: (-2,4)

r

Minimo: (0,0)

Curvatura y puntos de inflexion:
Df)=D(f)=R

f"(x)=6x+6:>{

D(f')=R
f'"(X)=0=6x+6=0=>x=-1

Céncava: (-,-1)
- + Convexa: (-1,x)

Punto de Inflexion: (-1,2)

Gréfica:

—~
=t

y=x 435

zonocentr

odeestudios.com
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EJERCICIO 39 : Estudia y representa la funcién: f(x)=x* -2x?

Solucion:
e Dominio: D(f) = R
e Puntos de corte con los ejes:

x=—\/2_—> Punto(—«/z 0)
Coneleje X » x*-2x*=0 = X26(2—2)=0 x=0 — Punto (0, 0)

x = —/2 — Punto(—/2, 0)

Conelee Y > x=0 —» y=0 — Punto(0,0)

o Ramas infinitas:  lim &*—2x2 = +o0; lim &4 —2x2 = 400
X—>+00 ’ X—>—0 g
e Monotonia y extremos:
D(f) =R
D(f')=R
. 3 x=0
P )= -ax= F'(x) = 0= dx(x% 1) = 0= | x=-1
x=1
Creciente: (-1,0) U (1,+wx0)
\ / \ / Decreciente: (-»,-1) U (0,1)
Maximo: (0,0)
Minimo: (-1,-1), (1,-1)
& & &
-1 0 1

e Curvaturay puntos de inflexion:
Df)=D(f)=R

f''(x)=12x2 —4:{D(f') -

f'(x) =0=12x% —4=0= x =+41/3
Concava: (—\/IJr\/IJ
3 V3
\_/ m \_/ Convexa: (_w,_\/IJU(-F\/I’mJ
3 3
& -

Punto de Inflexion: J_r\/I,—E
39

e  Gréfica:

S

Sx)=x"-2x*
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EJERCICIO 40 : Estudia y representa la siguiente funcién: f(x)= 3X2
X —_
Solucion:
e  Dominio = R- {2}
e Puntos de corte con los ejes:
Coneleje X > y=0 — 3—X2=0 - x=0 — Punto(0,0)
X —_
ConelejeY » x=0 — y=0 — Punto(0,0)
e Asintota vertical: x =2 lim f(x)=-o ; lim f(x)=+o0
X—2" x—2"
lim 3x =3, con y>3
X>+0 X — 2
Asintota horizontal: y=3
lim 3x =3, con y<3
X—>—0 ¥ — 2
e Monotonia y extremos:
D(f) = R—-{2}
D(f')=R-{}
f,(X):s(x—z)—sx:3x—6—3x_ -6 6

= =1, . ‘.
(x—2) k-2¢ (x-2F | (x)= 27 = 0= —6=0= No tiene solucién

Creciente: (0,x)
- + Decreciente: (-,0)
—C

No existe ni maximo ni minimo

e Curvaturay puntos de inflexion:
Df)=D(f")=R-{2}
D(f')=R-{2
£ ()= 0.(x-2)% - (-6)2(x-2) _ 12 N ™) {}12
(x—2)4 (x—2)3 f'"(x)=0=>

=0 = No tiene solucién
(x-2)*

v Céncava: (-,0)
- +
Convexa: (0,+x)
O

Punto de Inflexién: No existe

z

e  Gréfica:

o
—

(@)}

N

N

(@)}

@0

=25
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EJERCICIO 41 : Representa graficamente la siguiente funcién, estudiando previamente los aspectos

XZ

X +1

que consideres mas relevantes: f(x )=

Solucion:
e Dominio =R - {-1}

e Puntos de corte con los ejes:
2

Coneleje X > y=0 — =0 - x=0 — Punto(0,0)

x+1
Coneleje Y > x=0 — y=0 — Punto(0,0)
e Asintotas verticales: x =-1 lim f(x)=—oo; lim f(x)=+o
X—-1" x—>-1"
X2
Asintota horizontal: lim f(x) = lim —— =40 = No existe asintota horizontal
X—>00 X—o0 X+
Asintota oblicua: y = mx + n
x2 ,
m=tim T _ i X+ iy X5

X—0 X X—w X X—00 X & 4+ X

X—>00 X—o0| X +1 X—>00 X+1 X—o0 X +1 1

2 2 2
n=|m1ﬁu)—mx}:nmlli——Lx]=|m15——5——5=|m1—li=—1=—1

f(100) > Asin t(100)
=>y=x-1= .
f(-100) < Asin t(—100)
e Monotonia y extremos:
D(f)=R-{-1}
D(f)=R-{1}
. 2x(x+1)—x2.1 2x2 +2x-x2  x242x 2
f'(x)= = X +2X x=0

(x+1P (x+17 :(x+1)2 = f'(x)= (x+1)2 =0:>x2+2x=0:>x(x+2)=0:>{X+2:0:>X:_2

Creciente: (-,-2) U (0,+»)

/ \ \ / Decreciente: (-2,-1) U (-1,0)
Méaximo (-2,-4) y Minimo (0,0)

e Curvaturay puntos de inflexion:
D(f)=D(f ") =R-{1}

£(x)= (2% +2).(x +1)? — (x% +2x).2(x +1) B (2% +2).(x +1) — (2 +2x).2 ) v 4 2% 2% 42 2x2 _ax ,

x+1)% (x+1)° (x+1)° (x+1)°
D(f)=R-{-1}
= f"(x)=0=> z2__ 0 = No tiene solucion
(x+1)°
Céncava: (-,-1)
m v Convexa: (-1,+x)
. Punto de Inflexion: No existe
o
o  Grafica:

| {1
EAEIEILS

L
=
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EJERCICIO 42 : Estudia y representa la siguiente funcién: f (x )= X—2
X j—
Solucion:
. Dominio = R - {2}
e Puntos de corte con los ejes:
3

X -0 - x=0 — Punto(0,0)
X—-2

Coneleje X > y=0 -

Coneleje Y > x=0 — y=0 — Punto(0,0)
e  Asintota vertical: x = 2 lim f(x)=—oo; lim f(x)= -+
X—27 x—2*

Rama parabdlica (pues el grado del numerador es dos unidades mayor que el grado del
denominador). lim f(x )= +o0; lim £ (x)=-+o0

X—>+0

¢ Monotonia y extremos:
D(f) =R —-{2}
D(f')=R-{}

x_2) G2 2P  (-2f |FG=0 :»2xﬂk—®=0:>{§:°

Creciente: (3,+x)
Decreciente: (-0,0) U (0,2) U (3,+)
& C &

f'(x)= P x-2)-x> _3x®-6x-x® _2x3-6x® _2x*(x-3)

Minimo: (3,27)

z 3

e Curvaturay puntos de inflexion:
D(f) =D(f) = R—-{2}

£ ()= (6x2 ~12x)(x~2)% —(2x3 ~6x2)2(x ~2) _ (6x? ~12x)(x~2) - (2x® ~6x2)2 _

(x-2)* (x-2)°
6x3 —12x2 —12x? + 24x —ax—2x3 +12x%  ax® —12x% + 20x
(x-2)°  x-2°
D(f') =R —{2}
f'(x)=0= HC12X7120x o 43 )02 +20% = 0= 4x(x2 —3x+5) =0:>{X -0
(x—2)3 x2 —3x+5=0 = Notienesolucin

Céncava: (0,2)

Convexa: (-0,0) U (2,+00)
Punto de Inflexion: (0,0)

0 2
e  Gréfica:
Y
do 4
qu
5] 4
9 4
o \
-
| o) N2 6 10 X
0
0
O
80

3

x;2

Jx)



EJERCICIO 43 : Representa graficamente la siguiente funcion, estudiando los aspectos que

x3+2
X

consideres mas relevantes: f(x )=

Solucién:

e Dominio=R - {0}
e  Puntos de corte con los ejes: (-1,26;0)

o Asintotavertical: x=0:  lim f(x)= —o; lim f(x)=+o0
x—0" x—0"
Rama parabélica: lim f(x)= +o; lim f(x)= +oo

e Monotonia y extremos:
Creciente (1,+)
Decreciente (-«,0) U (0,1)
Minimo (1,3)

e  Curvaturay puntos de inflexién
Céncava: (-1,26;0)

Convexa: (-;-1,26) U (0,+00)
Punto de inflexion: (-1,26;0)

3

EJERCICIO 44 : Estudiay representala funcion: f(x)= X >
X +
Solucion:
e Dominio=R -{-2}
e  Puntos de corte con los ejes: (0,0)
o Asintotavertical: x=-2  lim f(x)= +ox; lim f(x)= -
x—>-2" x—>-2"
Rama parabdlica  lim f(x)= +o; lim (x)=+o0

e  Monotonia y extremos:
Creciente (-3,-2) U (-2,+x)
Decreciente (-w,-3)
Minimo (-3,27)
e  Curvaturay puntos de inflexién: a un nimero entre -2 y 0
Céncava: (-2,a)
Convexa: (-;-2) U (a,+©)
Punto de inflexion: (a,f(a))

EJERCICIO 45 : Estudia y representa la siguiente funcién: f(x )=

Solucion:

e Dominio=R - {0}

e Puntos de corte con los ejes: (1,0) y (-1,0)

e Asintotavertical: x=0 lim f(x)= +o; lim f(x)=—oo
x«0"

x—0"

Ramainfinitas:  lim f(x)= +o0; lim f(x)= o0

e Monotonia y extremos:
Creciente R —{o}
e  Curvaturay puntos de inflexion:
Céncava: (-«;-0,58) U (0;0,58)
Convexa: (--0,58;0) U (0,+0)
Punto de inflexion: (-0,58;1,54) y (0,58;-1,54)

e  Gréfica:
| NN
|\
\
\ 4
o}
\
\ X
R 16 9]
X2
fo)=
e  Gréfica:
0
\ o /
A hd /
0
AP W
| X
8. g 2 1 Q
0
0
0
0
~ _ x}
J=
x4 -1
X
e  Gréfica:
Y
I
I
] |
! 7/
/
AR Py
3 ol 1 2
,,,,T,,_;g I o A
1
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EJERCICIO 46 : Estudiay representa la siguiente funcién: f (x)=2 > i
X J—
Solucion:
e Dominio=R -{-1,1} e  Gréfica:
e Puntos de corte con los ejes: (0,0)
e Asintotas verticales: x=-1, x=1 8
x=-1= lim f(x)=—o; lim f(x)=+o p
X—>-1 x—-1"
x=1= lim f(x)=+o; lim f(x)=—o %
x—>1 x—1" 5
. . f(100) <1
Asintota horizontal: y=1= X
f(—lOO) <1 gl 2] 1 2
. N [T
e Monotonia y extremos:
Creciente (0,1) U (1,+0) 4 |
Decreciente (-,-1) U (-1,0) ~
Maximo: (0,4) N
e  Curvaturay puntos de inflexion: 8

Céncava: (-,-1) U (1,+o) _x -4
Convexa: (-1,1) =7
Punto de inflexion: No existen

EJERCICIO 47 : Representa graficamente la siguiente funcién, estudiando previamente los aspectos
2

que consideres més relevantes: f(x )= — :
X+
Solucion:
e Dominio=R o  Grafica:
e  Puntos de corte con los ejes: (0,0) -
¢ No tiene asintotas verticales. -
. _ {f (100) <1 3
Asintota horizontal: y=1= 5
f(-100) <1 :
¢  Monotonia y extremos: P
Creciente (0,+) R[]
Decreciente (-,0) !
Minimo: (0,0) 2
e  Curvaturay puntos de inflexion: 3
Céncava: (-;-0,58) U (0,58;+x) 4
Convexa: (-0,58;0,58) e
Punto de inflexion: (-0,58;0,25) y (0,58;0,25) S=
_ . 2x% +1 . ;
EJERCICIO 48 : Dada la funcién f(x)= 5 estudia sus aspectos méas relevantes vy
X
represéntala graficamente.
Solucion:
e  Dominio = R - {0} e  Gréfica:
e Puntos de corte con los ejes: No existen ‘
e Asintota vertical: x=0 ! 2
lim f(x) = +o0; lim f(x)= -+ %
x>0~ x—0* | | gm
. . {f (200) > 2
Asintota horizontal: y=2=
f(-100) > 2 2
e Monotonia y extremos: ' | ' X
Creciente (-,0) Y B
Decreciente (0,+) ' '
Maximo y Minimo: No existen A= 2t

e  Curvaturay puntos de inflexion:
Céncava: R — {0}
Punto de inflexién: No existe
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EJERCICIO 49 : Estudia y representa la siguiente funcién: f(x )=

xZ+1
Solucion:
e Dominio=R o  Grafica:
e Puntos de corte con los ejes: (0,0) . Y 7
e Asintota vertical: No tiene i 7
. 6 7
Asintota oblicua: y = x= {f (100) < Asm.t(100) 4 ,;9/
f(-100) > Asin t(-100) NERD4
e Monotonia y extremos: i A ¥
Creciente R ST,
Maximo y Minimo: No existen pZans
e  Curvaturay puntos de inflexion: //4’* ;
Céncava: (-,0) ; A 9
Convexa: (0,+x) V4
Punto de inflexion: (0,0) fo=+25
L, x*+4 . ]
EJERCICIO 50 : Dada la funcién f(x)= 5 estudia sus aspectos mas relevantes vy
X
represéntala graficamente.
Solucion:
e  Dominio = R - {0} e  Gréfica:
e  Puntos de corte con los ejes: (-1,6;0) 1{ 7
e Asintota vertical: x=0 l\ //
lim f(x)= +oo; lim f(x) = +oo 5 7
x—0~ x—0" A ,///l/
. i (100) > Assin t(100) 7
Asintota oblicua: y =x= .
{f (-100) > Asin t(-100) ViR 0%
e Monotonia y extremos: BT ftz M
Creciente (-0,0) U (2,+0) A
Decreciente: (0,2) AT
Minimo: (2,3) 7 =6
e  Curvaturay puntos de inflexion: A =8
Convexa: R — {0} f)=XH
Punto de inflexién: No tiene X
3
EJERCICIO 51 : Estudiay representala funcién: f(x)= ZX—
X +2x +1
Solucion:
e Dominio =R - {-1} e  Gréfica:
Puntos de corte con los ejes: (0;0) 4 7
Asintota vertical: x =-1 5 =D
lim f(x)=—; lim f(x)=—o A
X—=>-1 X—-1" % X
) _ {f(lOO) > Asin t(100) AT o1
Asintota oblicua: y=x-2 = . z
f(~100) < Asin t(-100)
e Monotonia y extremos:
Creciente (-0,-3) U (-1,+©)
Decreciente: (-3,-1) A R
Maximo: (-3,-27/4) /
e  Curvaturay puntos de inflexion: /
Céncava: (-,-1) U (-1,0) P
Convexa: (0,+x)

Punto de inflexion: (0,0) ) x3

X)=>
XH2x+1
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EJERCICIO 52 : Estudiay representa la siguiente funcién: f(x)= xi( 1
Solucion:
e Dominio=R-{-1,1} e  Gréfica:
e Puntos de corte con los ejes: (0;0) 7
e Asintotas verticales: x=-1, x=1 /’
x=-1= lim f(x)=—o; lim f(x)=+o0 ’ p4
X—-1 Xx—-1" //
x=1= lim f(x)=—0;  lim f(x)=+wo yZi
X—1 x—1" \~
) _ {f (100) > Assin t(100) -
Asintota oblicua: y=x = .
f(-100) < Asin t(—100) 18l lel a4l HhI'NT 2 61 8
e Monotonia y extremos: ,-\ 2
Creciente (-0;-1,73) U (1,73;+w) A Wy
Decreciente (-1,73:-1) U (-1,1) U (1:1,73) A=A
Maximo (-1,73;-2,6) Vi c
Minimo: (1,73;2,6) // 8
e  Curvaturay puntos de inflexion: =
Concava: (<o,-1) U (0,1) J= 35
Convexa: (-1,0) U (1,+x)
Punto de inflexion: (0,0)
. . x*+1
EJERCICIO 53 : Estudia y representa la funcion: f(x )= =
Solucion:
e  Dominio = R - {0} e  Gréfica:
e Puntos de corte con los ejes: No tiene I y T
e Asintotavertical: x=0  lim f(x)= +o; lim f(x)= +oo \ ]
x—0~ x—0" 6
Rama parabélica  lim f(x)= +oo; lim f(x)= +oo
¢  Monotonia y extremos:
Creciente (-1,0) U (1,+x) NN X
Decreciente (-o0,-1) U (0,1) 2
Minimo: (-1,2) y (1,2) 4
e  Curvaturay puntos de inflexion: 6
Convexa: R — {0} 3
Punto de inflexion: No tiene |
fe)= "
EJERCICIO 54 : Estudia y representa la funcion: f(x)= N
+
Solucion:
e Dominio=R e  Gréfica:
e Puntos de corte con los ejes: (0,0) I " Y I
e Asintotas verticales: No tiene. "
Rama parabélica  lim f(x) = +o0; lim f(x)= +oo L
e Monotonia y extremos: i
Creciente (0,+) X

~

4o

N

Decreciente (-w0,0)

Minimo: (0,0)

e  Curvaturay puntos de inflexion:

Convexa: R

S TP TN+

Punto de inflexiéon: No tiene

f(x)=

X

xX*+1
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EJERCICIO 55 :
3
a) Dibuja la grafica de la funcién: f(x)=x?—x2—3x

b) Ayudatedelagraficapara estudiar los siguientes aspectos de f(x): dominio,continuidad e intervalos
de crecimiento y de decrecimiento.

Solucion:
a) e  Gréfica:
e Dominio=R Y
e  Puntos de corte con los ejes: (0,0), (4,86;0) y (-1,85;0) 4
e Asintotas verticales: No tiene. 2
Rama parabélica  lim f(x) = +o0; lim f(x)=—o0 N «
e  Monotonia y extremos: "L\ T 1
Creciente (-0,-1) U (3,+o) | F ‘ ,’
Decreciente (-1,3) 417N\ 1
Maximo (-1,5/3) I_ \
Minimo: (3,-9) ,’
e  Curvaturay puntos de inflexion: -
Concava: (-o,-1) 1
Convexa: (-1,+x) L
Punto de inflexion: (-1,-11/3) -

b) e Dominio =R
e Es una funcién continua.
e Crecienteen (-, ~1)uU(3, +«) ydecrecienteen (-1 3).
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Tasa de variacién media. Calculo y significado

x2 -1

EJERCICIO 1 : Consideramos la funcién: f(x)= . Halla la tasa de variacion media en el intervalo

[0, 2] eindicasi f(x) crece o decrece en ese intervalo.

EJERCICIO 2 :
a) Calcula la tasa de variacion media de la funcion f(x )= 3 enelintervalo [-3,-1]
X

b) A la vista del resultado obtenido en el apartado anterior, ¢crece o decrece la funcion
en dicho intervalo?

EJERCICIO 3: Calcula la tasa de variacion media de esta funcion, f(x), en los intervalos siguientes e indica si la funcion

crece o decrece en cada uno de dichos intervalos: a) [2, 1] b) [0, 1]
Y
2 /T 1N\
/ I
: \
\ /
2 —1 2 X
\ \
N 1 v
5

Derivada de una funcion por la definicion

EJERCICIO 4 : Halla, utilizando la definicion, la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x) = X% + 2x b) f(x) = 32 + 1 ¢) f(x)= 2"4*1_ d) £()= %

EJERCICIO 5 : Halla la derivada de la siguientes funciones, aplicando la definicién de derivada, en los puntos que se
indican

a) f(X)Z 3x+1

2
.enx=-1 b) f(x):% enx=2 o) f(x)=3x*+2xen x=1  d) f(x):x?. enx=1

Calculo de derivadas

EJERCICIO 6 : Calcular las siguientes derivadas:

1)y=5 1 2 1
2)y=x 12)y= gx5+§x3—8x 20)y=—
3)y=3x 2
ggy=>3<56 13)y= Xiz+x'3+2.x'1 Zl)yzx_THS
y=3X
3 L [1 1] » 1 3  4-x
- — Hy=2|—+— 22) y=X"-—+—+
G)y_ 5'X )y X2 X4 )y_ 3)(3 1+X X
2 1 1 23)y= (X +1).x + 2)
7)y=3L 15)y= —=——3% 24)y = (X’ + 2).x?
4 X X 2
8) y = 2x"-3x°+x%-7 52 1 25)y= N
16)y= —+X—— .
NY=—1 3 X 2%6)y= X -3
X By :
I y = (¢ -1)/(x% + 3x
10)Y—5.[ 5 X j 0 21 27)y= 32 1
y:

11)y=6x> +5x*-1 X+ 4



28)y=

1-3x°
2_

X -2

x3 +3x2

3
X
30)y=

Y= 3
3)y=(3x-2x+7)
32)y=3.(-x+1)°
33)y=(2x" - 4x° - 3)°
34)y=(2x*+x)*
35)y =5.(x>- 3x)*
(x* —5x)°

(x® -3x)°

37)y = (- 2x)%.(2x* - x)?
(x3 - 2x)3

38) y= (2X4 _ XZ)Z

39)y= 3/x

40)y = 1-x

29)y =

36)y=

1-x?
41)y= 1-x
1+Xx

42)y= X+2

43)y=3x% -1
44)y = 3x® - 7x

X+3
x-1

46)y =53+ Yx +1

47)y=x2.§/;

48)y = (x- V1-x? )
3

X
49)y= ——

45)y=

Jx
50)y = !
Y= w
51)y=5.(x>-2x* + x)*
4 —-6x
2y =
)Y (2x* -3)"
53)y= e*&

ww.ozonocentrodeestudios.com

1

54)y = M

D

55) y = x’.e™

| <

56)y=

X

@ @D

X —X

2
x2 —x
eX
59) y = log; X
60) y = log, x°
61)y = log x
62)y=Ln (x*-1)

Vx? -1
X

+1

57)y=

58)y=

63)y=log ;

3x
64)y=1Ln €

Jx

65)y =log
1-x2

Lnx
66)y = —5
X

67)y = Ln XC.(x + 2)]

68) y = Ln 31+ x2

69) y=Ln ]'__X
Vi+x

x?+3

70)y=Ln
)y 2x -1

71)y=(|ogx+1).\/x2 +1

72) y = tag 2x

73) y = sen 2x

74) y = sen X*

75) y = sen’ x

76) y = sen’ 2x

77) y = sen” X

78) y = sen® 2x°

79) y = 5. sen® 2x*

80) y = eCOS X

81) y = sen’ x + cos’ x

1+senx

1-senx
83) y = tag (x + 3)°
84) y = tag® (x + 3)

82)y=

EJERCICIO 7 - Halla la funcién derivada de:

C/Regaliz 108

X2
85)y=1Ln cos7

86)y=tag (1-2x)
87)y=tag [x+£j
X

88)y = COS ecx
Secx
89) y=sen \/;

90)y=sen (x+¢€) i
o1)y = Ln X =1 +x +1
92) y = cos X. (1 - cos x)
93)y = Sen X + cos X
Sen X — €os X
94) y = Ln (x*.sen2x)
x.sen? x
e* -1
1-cosx
1+ cos X
—C0S 2X
97)y=
)y 5
98) y = Ln (tag 2x)
99) y = Ln (sen x)
100) y = sen’(x+1)
101) y = sec® x

102)y = \/; sen+/ X +cos \/;

103) y = sen [cos(tag X)]

104)y = Ln |<%X
sen x

105) y = Ln [1+cosx
1—cosX

106) y = Ln (tag®v/x)

107)y=Ln =X
1-x

_ . (x=17
108) y=Ln =
109) y = Ln (sen” x)
110) y= ecos 2X
111) y = Ln (sen’x.cos*x)
112) y = sen’x - cosx
113) y = sen(x+1)?

95)y=

96)y =

4 3 2 2
a)y=3—-4x3+3x+7 b)y= 3XT _SXT X" ey 15 oy=X —3x+7
4 3 2 5
. ) 2 x3 3x—2)?
dy=@x’=5x+1).(x+x) ey= fly= g)y:[ ]
X2+2X 3X+2 7-9x
2
h)yzu i)y=l+£ j)szX_9_4X5 k)y:iJ,@
3x-1 X 2 XS



Dy = Vi2x +e2** 4 log, 3x  m)y = (Bx — 1)%(1 - 4x) ny= — Y- f) y = (3x* - 5x + 2)*
x3(x2)5

3

0y =(3¢-x° Py = b Q=12 ny= (23]
2
s)y=(2x—4)*+24x?-1 t)y= }X—J;l uy= xX—3 V) y=Ln (X +2x) +e*
X
w) y = logs x + 3" X) y = 2.sen(3x+4) y) y = 3cos*(3x) 2) y = tag(x°+1)
1)y= Ix3x 2)y = x.¢ 3)y= ;% 4)y = 4.(2x3-1)°
Jx+3 e¥ e

5)y=eVX*t 6) y = 3Ln(3x +5) 7)y:T 8) y =tag+/3x +2
Recta tangente

EJERCICIO 8 - Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x* -2x_en el punto de abscisa x = 2.
EJERCICIO 9 - Halla la ecuacion de la recta de pendiente 7 que es tangente a la curva y = 3x*+ x —1.

EJERCICIO 10 - Halla los puntos de tangente horizontal de la siguiente funcion y, con ayuda de las ramas infinitas,
decide si son maximos o minimos: f(x)=x3+6x% —15x

3-x?

X+2

EJERCICIO 11 - Averigua los puntos de tangente horizontal de la funcion: f(x )=

EJERCICIO 12 - Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 2x*+ 3x — 1 en el punto de abscisa x =1
EJERCICIO 13 - Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x — 4x°que sea paralela a larecta y = —7x + 3
EJERCICIO 14 - Halla la ecuacion de la recta de pendiente —4 que sea tangente a la curva y = x* + 2.

EJERCICIO 15 - Obtén la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 2x* + x_en el punto de abscisa x = -1

Crecimiento y extremos relativos

EJERCICIO 16 - Estudia la monotonia y calcula los extremos de la siguiente funcion: f(x)=x* — 2x?

Representar funciones que cumplan unas condiciones

EJERCICIO 17 : Dibuja la grafica de la funcién f(x) sabiendo que:
e Suderivadaseanulaen (0, 0)
e Solocortaalos ejesen (0, 0)
e Susasintotassonx=-2,x=2ey=0

; SiX—>-0,y<0
e La posicion de la curva respecto a las asintotas es: <

SiX—>+w,y<0
o lim f(x)=—o0; lim f(x)=+00;  lim f(x)=+o0;  lim f(x)=—0
X—-2" x—>-2" X—2~ x—>2"

EJERCICIO 18 : Haz la grafica de una funcion f(x), sabiendo que:

e Es continua.
. lim f(x)=+oo; lim f(x)=+o0
X——00

e Suderivadaseanulaen (-3, -2), en (0, 2) yen (2,-3).
e Cortaa los ejes en los puntos (-4, 0), (-2, 0), (1,0), (3,0) y (0, 2).



RCICIO 19 : A partir de la gréafica de f (x), di cudles son sus asintotas, indica la posicion de la curva respecto a ellas y
halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion:
Y

]
/
/

(98]

\

.

|
|
I

EJERCICIO 20 : La siguiente gréfica cyorresponde a la funcioén f (x):

11, I
o |
I |
| ° \
I 5 \
\
. \
/ ' \
X
3l 2
v " N
AN
\
a) ¢En qué puntos se anula la derivada? b) ¢Cuéles son sus asintotas?

c) Indica la posicion de la curva respecto a sus asintotas verticales.
Estudiar y representar funciones

EJERCICIO 21 : Estudia y representa las siguientes funciones:

a) f(x)=x>-12x b) f(x)=x*-4x* +4x c) f(x)=x*+2x2+1 d) f(x)= X+1
X_
3X X2 X3_2 X2
e) f()=-—; N )= 9) F()="— ) F0)=——
. 2x°2 . 2x3 x* -4 x*—2x2 +1
f(x)= f(x)= k) f(x)= N f(x)=2—<2 T2
) )=, DAL ) F00="7—, ) 100)="—73
2x°
m) f(x)=
) T() x2 +1
Recopilacion
EJERCICIO 22 :

a) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) = x> — 3x en el punto de abscisa x = -1
b) ¢Es creciente o decreciente f(x) en x =2?

EJERCICIO 23 : Dada la funcion: f(x )= 4x? - 2x +1

a) ¢Es creciente o decrecienteen x=0? ¢Y en x=1?
b) Halla los tramos en los que la funcidn crece y en los que decrece.
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EJERCICIO 24 :
a) Halla la ecuaci6n de la recta tangente a la curva  f(x)=2x —3x? en el punto de abscisa x = 2.
b) Halla los tramosen los que f(x) es creciente y en los que es decreciente.

EJERCICIO 25 : Consideramos la funcion: f(x )= 5x? — 3x

a) ¢(Crece o decreceen x=-1? ;Yen x=1?
b) Halla los tramos en los que la funcidn es creciente y en los que es decreciente.

EJERCICIO 26 : Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las funciones:

a) f(x)=8x-x? b) f(x)="2

EJERCICIO 27 : Dada la siguiente funcién: f (x ) = 14x — 7x°

a) ¢Es creciente o decrecienteen x =0? (Y en x=4?
b) Halla los tramos en los que la funcidn es creciente y en los que es decreciente.

EJERCICIO 28 : Halla y representa graficamente los puntos de tangente horizontal de la funcion:
f(x)=x°-x>-8x+12

EJERCICIO 29 : Averigua los puntos de tangente horizontal de las siguiente funcion y represéntalos graficamente:

f(x) =x'-8x*+ 1

EJERCICIO 30 : Estudia y representa las siguientes funciones:

a) f(x)=(x -1F(x +8) b) f(x)—2x4 —4x% +1 c) f(x):x3 +3x2 —9x d) f(x)—4x2 -
_ 3 2 x?+x+1 _ —2x+1
e) f(x)=x3+2x% +x f) f(x )_—x+1 9) f(x) =
3

) )= 2 2 )=

X% +2x -3
m) f(x)=x* - 2x? +% n) f(x)=x(x-3)° fi) f(x):x4 —8x? 0) f(x)=
p) ()= Q) f(x)=212 ) 16)=—

1- X x? — 4x

h) f(x)_ —

k) f(x):%—xz—?,x 1) f(x)=x3+3x2+3x

x2 +6x +12

5) f(x)=—



